TEORIA DE LA MEDIDA

Sesién 04

Unicidad de la medida de Lebesgue en R

Proposicién 1. Sea m : £ (R) — [0, 00] una funcion con las siguientes propiedades:
a)m(0)=0

b) Si Ey, Es, ... es una coleccion infinita numerable de elementos de £ (R), ajenos por parejas,
entonces:

m (U ) = S5, m ()

Entonces se cumple lo siguiente:

1. m es finitamente aditiva.

2. 5iA,Be £(R)yAC B, entonces m(A) < m(B).

3. 8i Ay, ..., A, € £(R), entonces m (U,—_; Ax) <> p_ym(Ay).

4. Si(Ay),cn una sucesion creciente de elementos de £ (R), entonces m (|, An) = limy,.oo m(Ay,).

5. m es o—subaditiva.

Demostracion

1. Sean Ay, ..., A, € £(R), ajenos por parejas, y definamos A;, = () para toda k € N tal que
k > n. Entonces:

m (Up—y Ae) = m (Upzy Ar) = Doy m(Ar) = D25 m(Ag)

2. Sean A, B € £(R) tales que A C B, entonces B = AU (B — A), asi que:

m(B) =m(A) +m (B — A)
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Por lo tanto, m(A) < m(B), ya que m es no negativa.
3. Sean Ay, ..., A, € £(R) y definamos Ay = (), entonces:

m (Up—y Ax) = m (UZ:1 (Ak Ui Aj)) =Dk m (Ak U Aj) < D her m(Ak)
4. Si M(A,) = oo para alguna n € N, entonces lim,,...o m(A,) = co y m (U, 4,) = oo; asi
que m (U2 A,) = lim,.oo m(Ay).

Supongamos ahora que m(A,) < oo para cualquier n € N. Definamos B; = A; y, para cada
ne€{23,...}, B,=A,— A, 1. Entonces los conjuntos By, By, ... pertenecen a £ (R), son
ajenos por parejas y U~ A, = U~ Bn. Asi que:

m (Unzy An) = m (UpZy Br) = 2202 m(Bn) = limyeo0 3 m(By)
= m(B1) + imyo0 325y m(Ax — A1) = m(Br) + iy 5o [m(Ak) — m(Ag-1)]

=m(By) + lim,,.o.o m(A,) — m(A;) = lim,.. oo m(A,)

5. Sea (A,),cy una sucesion de elementos de £ (R) y, para cada n € N, definamos B,, =
Uj—, A4j, entonces:

BiCByC... YU]O';AJ' :U;;Bj
Asi que:

m(UjZ; 45) = m(U;2, By) = limy, oo m(By) < limy0o D05 m(A;) = 3507 m(A4;))

u
Teorema 1. Sea pi: £ (R) — [0, 00] una funcion tal que:
a) n(0) =0
b) w(I) = ¢ (I) para cualquier intervalo I.
c) Si Ey, Es, . .. es una coleccion infinita numerable de elementos de £ (R), ajenos por parejas,

entonces:
(U B) = S n(E))

Entonces, p(E) = X (F) para cualquier conjunto E € £ (R).



Demostracion

Recordemos que un subconjunto de R tiene medida cero si para cualquier € > 0 existe un
conjunto finito o infinito numerable de intervalos abiertos, cuya unién contiene al conjunto
dado, y tales que la suma de sus longitudes es menor que €.

Definamos K como el conjunto formado por todos los intervalos y todos los conjuntos de
medida cero; entonces:

£(R) = o (K)

Para cada n € N, definamos:
F, =[-n,n].

H,={AcLR): u(ANF,) =XANEF,)}
Para cualquier n € N, J € 'H,, para cualquier intervalo J.

Ademis, si A C R tiene medida cero, entonces dada ¢ > 0, existe una familia finita o infinita
numerable de intervalos abiertos Iy, I, ... tales que A C U2, [ y 272, 1 (1;) < e. Por lo
tanto:

() < u (U 1) S o2 nlly) <«
Asi que, i (A) =0y, entonces, A € H,,.
Por lo tanto, A € 'H,, para cualquier A € .
Vamos a demostrar que H,, es un d—sistema.

1. R e H,.

2.51 A,BeH,y AC B, entonces:
w(B=A)NF,))=wBNE,—ANE,) =uBNEF,) —uANEF,)
=ANBNE,)—MNANEFE,)=XBnNnE,—ANF,) =X(B-A)NE,)
Asi que B— A € H,.

3. Si (An),,en €8 una sucesion creciente de elementos de H,,, entonces:

H ((Uile Ap) N Fy) = p (U:::l (A N FL)) = im0 pt (A N F).
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=1lmyco AN (A N ) =AU (AN EFL)) = A (U An) N F)

Asi que U;>_; A € Ho.

‘H,, es entonces un d-sistema que contiene a los elementos de I, asi que H, contiene a

o(K) = d(K).

Finalmente, si A € o(K), se tiene:
p(A) = p (A0 (Ui B)) = (U (AN Ey)) = lima (AN F)

— lim,oo A (AN E,) = A (U;; (AﬂEj)> ) (Am (U;; EJ)) — )\ (4)

Conjuntos no medibles

En el ano 1905 Giusseppe Vitali logré definir un subconjunto de R que no es Lebesgue
medible. Para esto, definié una relacién de equivalencia en el intervalo (0, 1):

T ~ Yy si x —y es un nimero racional

Que ésta es un relacién de equivalencia se demuestra facilmente:
i.) © ~ x para cualquietr z € (0,1) yaque x —x =0 € Q.

ii.) Six,y € (0,1) y x ~ y, entonces r =z —y € Q, asi que y —x = —r € Q. Por lo tanto,
Y~ .

iii) Si xz,y,z € (0,1) son talesque x ~y yy~ z,entoncesr =x—y € Qys=y—2z€Q,

asi que © — z =1+ s € Q. Por lo tanto, x ~ .

Con esta relacién, el intervalo (0, 1) queda partido en clases de equivalencia; es decir, se tiene
una coleccién de conjuntos H = {V,, : 7 € I'} tal que:

@) (0.1) = UpenyV,

b) V, # 0 para cualquier v € T..

b) Siy,y €Ty~ #+, entonces V, NV, = (.
)

c) x,y € V, para alguna v € I' si y sélo si x ~ .
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Obsérvese que, si denotamos como QQy al conjunto de los nimeros racionales que pertenecen
al intervalo (0, 1), entonces Qg es una de las clases de equivalencia V,; es decir, Q, € H.

Por otra parte, cada conjunto V, € H es numerable ya que si x € V., el resto de sus elementos
son de la forma x+r o x —r, donde 7 es un nimero racional. Asf que, como (0, 1) = Ugyery Vs,
H es un conjunto no numerable. Por lo tanto, con la relacién de equivalencia definida, el
intervalo (0, 1) queda dividido en una coleccién no numerable de conjuntos numerables.

Por el axioma de eleccién, existe un conjunto P, el cual estd formado por exactamente un
elemento de cada conjunto V., € H.

Siguiendo a Vitali, vamos a demostrar que P no es Lebesgue medible.

Sea S = {r,:n € N} el conjunto de los nimeros racionales que pertenecen al intervalo
(—1,1) y, para cada n € N, sea P, = P + r,. Se tiene entonces:

me (Pn) = me (P)
Ademas, si = € (0,1), existe y € P tal que x ~ y; es decir, tal que z —y € Q. Y, como
z,y € (0,1), z —y € (—1,1). Por lo tanto, existe m € N tal que r,, = x — y; es decir,
r=vy+r,. Asique x € P+ r,, = P,,. Por lo tanto:
(0,1) c U, P, C (—1,2)

Por otra parte, los conjuntos P;, P, ... son ajenos por parejas. En efecto, sean n, m € N tales
que n # m y supongamos que P, N P, # (). Sea zy € P, N P,,; existen entonces zg,yy € P
tales que 2o = o+ 7, ¥ 20 = Yo + - Asi que tenemos:

To—Yo=Tm —Tn €Q

Por lo tanto, xg ~ 1y y, como xg, 19 € P, se sigue que x¢ = 1 y, entonces, r,, = r,, lo cual
es una contradiccién ya que n # m.

Supongamos ahora que P es Lebesgue medible, entonces P, es Lebesgue medible y m (P,) =
m (P) para toda n € N.

Como Py, P, ... son ajenos por parejas, se tiene:
m(Up By) =300 m(B) = 3200, m(P)
Si m (P) > 0, entonces:

m[(=1,2)] =2 m (U3, Py) = o0
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Lo cual es una contradiccién ya que m [(—1,2)] = 3.
Si m (P) = 0, entonces:
m[(0, )] <m (U3, Py) =0
Lo cual es una contradiccién ya que m [(0,1)] = 1.

Asi que si P fuera Lebesgue medible, su medida no podria ser ni positiva, ni cero. Lo cual
es una contradiccion; por lo tanto, P no es Lebesgue medible.

Observaciones:
1. P contiene unicamente un nimero racional 7 ya que Q es uno de los elementos V., de H.

2. P contiene una infinidad no numerable de conjuntos medibles de medida cero, a saber,
todos sus subconjuntos numerables.

3. Cualquier subconjunto medible E' de P tiene medida cero. En efecto, sea £ un conjunto
medible contenido en P y, para cada n € N, definamos F,, = E + r,,. Se tiene entonces:

m(E,) =m(E)

Los conjuntos F1, F», ... son ajenos por parejas. En efecto, sean n,m € N tales que n # m
y supongamos que F, N E,, # 0. Sea zy € E, N E,,; existen entonces xg, 7, € E tales que
20 =To+Th ¥ 20 = Yo + Tm. Asi que tenemos:

xO_yOZTm_TnGQ

Por lo tanto, xg ~ 1o y, como xg,y9 € P, se sigue que zy = 1y y, entonces, r,, = r,, lo cual
es una contradiccién ya que n # m.

Por otra parte, como £ C P C (0,1) y r, € (—1,1) para toda n € N, E, C (—1,2) para
cualquier n € N.

Asi que tenemos:
32m (UL Ey) =300 m(Ey) =3 00, m(E)

Si m (E) fuera positiva, se tendria 3 > oo, lo cual es falso; por lo tanto, m (E) = 0.



